Corrigé - Exponentielles, TVI et limites

Exercice n°1

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = xe! =,

e x
1. el *=ex e ¥=—donc f(x)=ex —.
ex eX

2. lim 1-x=+codonc lim e!™*= +oo (par composition).

X——00 x——
lim x=-co
R l-x == lim xel ¥ =—co (par produit); lim f(x)=-oo.
lim e ¥=+c0 X——00 Fasen
X——00
et x X
3. Onsaitque lim — =+ocodonc lim — =0donc lim e— =0.
X—+00 X x—+oo g¥ x—+oo e¥
On adonc lim f(x) =0 ce qui veut dire que la courbe représentant la fonction f admet la droite
X—+00
d’équation y =0 comme asymptote horizontale en +oo.
4. Lafonction f est dérivablesur Ret /' (x)=1xe! ¥ +x(-1)e!*=el ¥ (1-x)

g

5. Pour tout réel x, e'=* > 0 donc f'(x) est du signe de 1 - x.
f(1)=1e%=1, d’oil le tableau de variation de la fonction [ :




Exercice n°2

1. (a)

(b)

(c)

« Les coordonnées du point d'intersection de la courbe % avecl'axe
des ordonnées est le point de coordonnées (0; £(0)) soit (0 ; 2).

* Les abscisses des points d'intersection de la courbe ¥ avec I'axe
des abscisses sont les solutions de 1'équation f(x) = 0.
On applique la régle du produit nul en sachant que e™* #0:
f(X)=0 < x+2=0 <= x=-2.
Le point d'intersection de %" avec |'axe des abscisses a pour coor-
données (-2 ; 0).

Remarque : la fonction (x — e ") peut étre considérée comme une
fonction composée x — —x suivie de I'exponentielle

ou bien comme un quotient (e "= —|.
EI
lim e™ = +oo par produit
Y lim f(x)=—oo.
Im (x+2)=—c = x——m‘ﬂ )
X——00
La méme stratégie menée en +oo conduit a la forme indéterminée
o . X
«+oox Oncar lim e ™ =0.Mais, VXxeR, f(x)=— +—.
I—+00 et et

- - B F
lim — = Othéoréme de croissance comparée lim — =0 ; par somme
x—+oo @b T—+o0 gk

= lim f(x)=0
X— 400
L'axe des abscisses est donc asymptote a %" en +oo.
f est dérivable sur R car composée et produit de fonctions dérivables
surRet, Yxe &,
flix)=e *—(x+2)e *=—(x+1)e "
Commee * >0, f'[x]l est donc du signe de —(x + 1). D'ot1 le tableau
de variations :

X | —oe -1 +o0

flix) + 0 5

f(x) f”" \




Exercice n°3

Partie A

1. lim (x+1)=+ooet lim e*=+oc, donc, par opérations lim f(x)=+oo.
X—+o0 X—+00 X—+00
Pour tout x € B, f(x) = xe* +e*. Or J;lim xe’ =0 (croissances comparées) et
——00
4 - P & u L
J|:1_1r_11m e” =0, donc, par opérations xEr_nm flx)=0.
2. Pourtout réel x,f'(x) = le* + (x+1)e* = (x + 2)e".

3. Pourtoutréel x, e* > 0, donc f'(x) a le méme signe que x+2. On en déduit le tableau de variations

suivant :
x —00 -2 +00
f(x) - 0 -
0 +00
o
—1/e?
Partie B

1. a. On a, pour tout réel x:

gm(x)=0 = x+l-me *=0

— x+l=me™”*

— (x+l)e*=m

= f(x)=m.

b. D’apreés |'équivalence et le tableau de variations précédent :

e sim< —E—lz : 'équation gm(x) = 0 ne posséde aucune solution, donc %, ne coupe pas I'axe
des abscisses;

e sim= —é :'équation g, (x) = 0 posséde une solution, donc 6 coupe l'axe des abscisses
en un point;

e si —e% < m < 0:l'équation g,(x) = 0 posséde deux solutions, donc %€, coupe l'axe des
abscisses en deux points;

» sim = 0:l'équation g,,(x) = 0 possede une solution, donc %€, coupe |'axe des abscisses en
un point.

2. « Lacourbe 1 ne coupe pas 'axe des abscisses, donc I'équation g, (x) = 0 n'a pas de solution et
cela entraine que m < — ;—2. La seule possibilité est donc que m = —e.
» Lacourbe 2 coupe |'axe des abscisses une seule fois, donc m = — e]—z ou m = 0. La seule possibilité
estdonc m=0.
» Par élimination, la courbe 3 correspond a m = e.

3. Pour tout réel x, g, (x) — (x+ 1) = —me” qui est du signe de —m; on en déduit :
» sim >0, alors pour tout réel x, g,,(x) — (x+1) < 0, donc 6}, est en dessous de Z;
» si m <0, alors pour tout réel x, g,;(x) — (x+ 1) < 0, donc €}, est au dessus de &;
» sim=0, alors pour tout réel x, gm(x) — (x+1) = 0, donc 6€;» et @ sont confondues.



Exercice n°4

1. Comme lim e *=+oo,0ona lim fi(x)=—oco.
X——00 X——00
X e’
filx)=—.Onsaitque lim —=+ocodonc lim fi(x)=0.
eX X—+00 X X—+00
Donc I'axe des abscisses est asymptote horizontale a %) en +occ.
2. f produit de fonctions dérivables sur R est dérivable sur B :
fil)=eF—xe*=e*(1-x).
Comme e™" >0 sur B, le signe de f](x) est celui de 1 - x.
Donc f{(x) >0six < 1et f{(x) <0si x> 1. Dol le tableau de variations :

X —00 1 +o0
Six) + 0 -
o1
f(x) / \
—00 0

3. gi(x)=—(x+1)e” "
g1 étant dérivable, on a pour tout réel,
gix)=—le*—1x[-(x+1)e”*] =—e T+ (x+1)e ¥ = xe ¥ = fi(x).
Danc g est bien une primitive de la fonction f sur R.
4. Comme pour tout réel x,e¥* >0, fi(x) =0 < x=0.
Le tableau de variations ci-dessus montre done que fj(x) < 0 sur | —oo;0][ et f;(x) > 0 sur 0 ; +ool.

1. De facon évidente f;(0) = k x 0 x ® = 0, donc les courbes € passent par l'origine.

2. a. Produit de fonctions dérivables sur R, la fonction fi I'est aussi et :
fé(x) = ke K — k x kxe % = ke *¥(1 - kx).

b. k strictement positif, et e ** > 0, pour tout réel x, donc le signe de la dérivée f(x) est celui de
1—kx.
1 1 1
Orl-kx<0 = Eccx; l-kx>0 = E>x;lka:0 — E:x.

Il en résulte que la fonction fj est:

croissante sur

, . 1
—o0; — |, et décroissante sur ] T - +ool;

i 1
elle admet donc un maximum en z :

1 1 : 1
fk(—) =kx— xe_‘i"% =1le 1= —-=0,368.
k k e

1
Conclusion : toutes les fonctions ont le méme maximum e™! pour x = T

. 1 .
c. Le maximum pour k = 2 est obtenu pour x = i 0,5, donc le maximum pour f; est obtenue pour

une valeur é inférieure 4 0,5 donc a > 2.
Note: r?nfaft.on peut penser que l'abscisse du minimum est a peu pres égale a 0,1, ce qui correspond
aa=10.
d. Une équation de cette tangente est :
y=fl0)(x=-0)+ f(0) &= y=k(1-0)e’x+0 & y=kx.

0,6
e. Le coefficient directeur de la droite (7) est égal a — = 3.

Donc la courbe %} correspond a la valeur b = 3.



Exercice n°5

Partie A

1. g est dérivable sur R comme combinaison simple de fonctions qui le sont, et pour tout réel x :
g’{x} =—1+e*. Onaalors g’[x) =20 e*>= 1< x>0 Le tableau de variations de g est donc :

g’fx] — - 8 + =
g \2/

On déduit du tableau précédent que, pour tout réel x, g(x) =2>0.

2. Etude en —oo. 2
lim (x+1)=-oc0et lim — =-ocodonc, parsomme: lim f(x)=—oo.
X——00 x——oco pX X——00

Etude en +oo. :
lim (x+1) = +ooel, par croissances comparées lim — =0, donc, parsomme lim f(x) = +oo.
X—+0c0 x—+o0 ¥ x—+00

3. Pourtout réel x,ona:

flix) = 1+

4. On a vu plus haut que, pour tout réel x, g(x) > 0, et comme par ailleurs e™* > 0, on en déduit que
f'(x) > 0. On obtient alors le tableau de variations suivant :

X —0o0 +00o
f(x) +
+oo
f /
—0o0

5. Lafonction [ est continue sur R, strictement croissante. D'aprés un corollaire du théoréeme des va-
leurs intermédiaires, l'intervalle R a pour image R, ce dernier intervalle contenant 0, on en déduit
que I'équation f(x) =0 posséde dans [ une solution @ unique.

Par ailleurs, f(-1)= —el<oet fl0)=1>0,donc:-1<a<0.
6. a. Latangente T a pour équation réduite :
y=f0)(x—0)+f(0) e y=2x+1.

b. Posons, pour tout réel x, k(x) = f(x) —(2x+1), alors :

k@) = r4le—(2x+1)
ex
X
= g—
X
2 ey

Dressons alors un tableau de signes :



X —00

+oo

X e

1—e* +

k(x) -

oS oloo

On en déduit que € est située en dessous de T.




Exercice n°6

Partie A

Voir la figure.

PartieB

1.

a. Le coefficient directeur de la tangente a la courbe € au point A est égal a f'(a). Or
f'(x) = e*, donc f'(a) = e

b. De méme le coefficient directeur de la tangente a la courbe %€, au point B est égal a g'(b).
Or g'(x) =—(—e¥),donc g'(h) = e b,

c. Siles deux tangentes sont égales le coelficient directeur de leurs équations réduites sont
égaux, soil :
f(a) = g'(h) = ¢ =e"P el par croissance de la fonction logarithme népérien :

a=-b < b=-a.

2. Une équation réduite de la tangente & la courbe € au point A est égale a:

y—e?=e%x—-a) < y=xe*+e%l-a).

Une équation réduite de la tangente & la courbe ‘6 au point B est égale a:
y—(1-eP)=eP(x-b) = y=xel+1-el—pe D

Ou en remplacant —b par a :

y=xe®+1-e“+ae® = y=xe®+1+e“a—1).

Siles deux tangentes sont égales, leurs équations réduites sont les mémes. On a déja vu I'éga-
lité des coefficients directeurs. Les ordonnées a l'origine sont aussi les mémes soit :
efl—a)=1+e%a-1) = e%2-2a) =1 = 2{a-1)e%+1=0,

Donc a est solution de I'équation dans R :

2(x—1e*+1=0.

1. a. SurR, ¢(x)=2xe*—e*+1.

Onsait que lim e*=0et lim xe*=0, d’ou par somme de limite :
X——00 X——00

lim ¢@(x)=1.
xafoo(p{ )
La droite d’équation y = 1 est asymptote horizontale a la courbe représentative de (.

Ona lim (x—1)=+ooet lim e*=+co,d ol par somme de limites: lim ¢(x) = +oco.
xXto+oo X—+00 X—+00

Somme de fonctions dérivable sur R, ¢ est dérivable sur R et :

@' (x) =2e* +2(x~ 1)e* =2xe*.

Comme, quel que soit xe R; e* > 0, le signe de ¢'(x) est celui de x. Donc sur | —oo; 0],

@' (x) < 0: la fonction est décroissante sur cet intervalle et sur 10 ; +oof, ¢'(x) > 0: la fonc-
tion ¢ est croissante sur cet intervalle. D’oli le tableau de variations :

f'(x = 0 s
1 +00

Sur | —oo; 0] la fonction ¢ est continue et strictement décroissante a valeurs dans [—1; 1].
Comme 0 [-1; 1] il existe un réel unique a de | —oo; 0] tel que f(a)=0.

Le méme raisonnement sur l'intervalle [0 ; +oo| montre qu'il existe un réel unique de cet
intervalle £ tel que f(f5) =0.

Donc I'équation ¢(x) = 0 admet exactement deux solutions dans R.

-1




b. La calculatrice donne successivement :
@(—2)=0,18 et p(—=1) = =0,47, donc -2 <a <—1;
@p(=1,7)=0,013 et (—1,6) = —0,05, donc —-1,7< a < —1,6;
@(—1,68) = 0,001 et (—1,67) = —0,005, donc —1,68 < a < —1,67;
@(—1,679) =0,00041 et p(—1,678) = —0,0002, donc — 1,679 < @ < —1,678.
Conclusion au centieme pres a = —1,68.
De la méme facon on obtient 5 = 0,77.

Partie D

1. Le coefficient directeur de la tangente en E a €y est e.

i ) ) —e%—e® ]-—2e¢
Le coefficient directeur de la droite (EF) est : = ;
—— —2a
Or a est solution de I'équation : 2(x— 1)e™ + 1 = 0, autrement dit

2a@a-1)e®+1=0 < 2ae"” =2e” -1, d'ol1 en revenant au coefficient directeur de la droite
. 1-2e* —2ae”
(EF) : = =e%
—2a —2a
Conclusion : la droite (EF) est bien la tangente a la courbe € au point d'abscisse a et la tan-
gente a la courbe € au point d’abscisse —a.

2. Le coefficient directeur de la tangente a la courbe € au point d'abscisse —a est e ¥ —eo
On a vu dans la question précédente que la droite (EF) a pour coefficient directeur e” et
contient le point E
Conclusion la droite (EF) est la tangente a la courbe € au point d’abscisse —a.



