Corrigé - Convexité

Exercice n°1

_ 1+2In(x
5. On admet que, pour tout x €]0 ; +ool, " (x) = %
X

La fonction f est convexe sur les intervalles sur lesquels f'' est positive.

Sur ]0 ; +o00, x* >0 donc
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Donc le plus grand intervalle sur lequel la fonction f est convexe est [e_z : +ool.

Exercice n°2

2. On admet que la fonction f est dérivable sur |0 ; +oo[ et on note [’ sa fonction dérivée.
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x 2 x*
4, Pour étudier la convexité de f, on détermine le signe de f”, la dérivée seconde de f.
E,
. X" —4x+3
X) = —————donc
= %%
00 Cx—-4)x x* = (x> —4x+3) x2x (2x%-4x-2x*>+8x—6)xx 4x—6
X)= — —_
x? x* x3
X 0 % +00
4x—-6 - (ﬁ +
¥ |0 - +
f'(x) - ) +
/ concave [ convexe

L _ 3
La dérivée seconde s’annule et change de signe pour x = 5 donc la courbe € admet un
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unique point d'inflexion d’abscisse 5
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La courbe ¢ admet un unique point d’inflexion de coordonnées
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Exercice n°3

6. f’étant une fonction quotient de fonctions dérivables sur |0 ; +o0ol, le dénominateur

ne s'annulant pas est dérivable et sur cet intervalle :
—4x1xx?-2xx(-4lnx) —4x+8xlnx -4+8Inx

e
1= x4 x4 a x3
7. Lacourbe présente un point d’inflexion lorsque la dérivée seconde s'annule. Or :
" —4+8Inx 1
[f(X)=0 < — =0 —448Inx=0 <= —-14+2Inx=0 < Inx= 3
x
x=e2~1,649 (ouy/e).
o s g 1y 4+4x3 6 6
L'ordonnée de ce point unique d’inflexion est f (e?] =S =-a=—r3,639.
ez ez Ve

Ce point d'inflexion et la tangente en ce point sont indiqués sur la figure ci-dessus.

Exercice n°4

3. Onvoit surla figure que f"(-3) = f"(2) = f""(5) = 0 : la dérivée seconde s'annule trois
fois donc la fonction [ admet trois points d'inflexion. Réponse B.

Exercice n°5
Soit f lafonction définie sur l'intervalle [2; 5] par f(x)=(3—x)e*+1.

1. fflx)=(-De*+(B-x)e*=(2-x)e”
ffx)=(-De*+(2-x)ef=(1-x)e*

2. On étudie le signe de f'(x) sur [2;5]; pour tout x, e* > 0 donc f'(x) est du signe de 2 — x.
Sur ]2;5], 2— x < 0 donc la fonction f est strictement décroissante sur [2;5].

3. Lafonction f est strictement décroissante sur [2;5].
Deplus: f(2)=(3-2)e?+1=e’+1=84>0et f(5)=(3-5)e’+1=-2e’+1~-296<0

—

Oro0€ [ f(5); f(2)] donc, d'apres la propriété des valeurs intermédiaires, I'équation f (x) = 0 admet

une solution unique « dans [2;5].

Comme f(3) = (3—3]e3+ l1=1>0et f(4) = {3—4)e4+l ——el+1=-536< 0, on peut dire que :

3<a<d.

4. a. Soit T la tangente a la courbe représentative de la fonction f au point d’abscisse 3.
La droite T a pour équation y = f'(3)(x—3) + f(3);
or f'(x)=(2—x)e*donc f'(3) = (2-3)e3=—¢3 et f(31=1-
Donc I'équation de T est: y = —e3(x—3) + 1 soit y = —e3x+3e3 + 1.

b. Le point d'intersection de la droite T et de I'axe des abscisses a pour ordonnée 0 et pour abs-

cisse la solution de I'équation —e®x+3e3+1=0.

3e3+1
ad

Le point d'intersection de T avec I'axe des abscisses a pour coordonnées (3 + & 24l

—edx+3e34+1=20 & 3e311=e3v = =x << x=3+e7




c. f"(x)=(1-x)e" estdusigne de 1—x car e* > 0 pour tout x.
Sur [2;5], 1—x< 0 donc f"(x) <0 donc f est concave.

d. Sur [2;5], la fonction f est concave ; donc sur [2;5], la courbe représentant f est entierement
située au-dessous de chacune de ses tangentes.

Le point d'intersection de la courbe représentant f avec I'axe des abscisses est donc situé a
gauche du point d'intersection de la tangente T avec cet axe.

Donc 'abscisse du point d’intersection de la courbe représentant f avec 'axe des abscisses

(la solution de I'équation f(x) = 0) est inférieure a I'abscisse du point d'intersection de T avec

|'axe des abscisses : @ <3+ e 3.

1
Onadonc:S-:a<3+—3 < 3,05.
e

Exercice n°6

1. f est dérivable et deux fois dérivable sur ]0; +oo].

2.
==
f X _Zﬁ
1
[ =-—5
4x2
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3. x €]0;4oo[ donc xz > 0

Ainsi —% < 0 pour tout x € ]0; +oo

4x2

Donc f"'(x) < 0 pour tout x € ]0; +oo[

Ainsi f est concave sur ]0; +oo[

4. La tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse 1 est la droite d’équation :
y=f D=1+
, 1 1
Ol"f(l):\/I: 1 etf (1) :ﬁzz

Donc I'équation de la tangente au point d’abscisse 1 est :

1
y=z(x—1)+1

+

N |-

Soit : |y =

N R

5. f étant concave sur ]0;4+oo[ sa courbe représentative est en dessous de toutes ses

tangentes, notamment de la tangente au point d’abscisse 1. Donc pour tout réel

strictement positifs on a : f(x) <y cest-a-dire Vx < )2—6 +%



