Corrigé - Suites numériques
Exercice n°1

. - . d 1
La suite (u,) est définie sur N par up = 1 et pour tout n, iy = Z”n + Z” +1.

1. P 0 . + : 0+1 - 1+1= !
. Pourn=0,u; =upy1 = —tlp+— % =—X :
1 S =it g A 1
3 1 3 7 1 41
Pourn=1,u1=ujs1=—tg+—-x1+l=—x—-+—-+1=—.
4 4 4 4 4 16
A B
1 n ly
Lextrait, reproduit ci-contre, d'une feuille de 2 0 1
calcul réalisée avec un tableur présente les va- 3 1 1,75
leurs des premiers termes de la suite (). 4 2 2,5625
5 3 3,421 875
6 4 4,316406 25

2. a. Laformule, étirée ensuite vers le bas, que I'on peut écrire dans la cellule B3 de la feuille
de calcul pour obtenir les termes successifs de (u,) dans la colonne B est :

=3/4*B2+1/4*A2 +1.
b. La suite (u,) semble croissante.

3. a. Soit&, lapropriété: n<u, <n+l.

¢ Initialisation
Pour n=0, up=1et0< 1< 1donc 22 est vraie.
o Hérédité
On suppose 2y, vraie, c'est-a-dire : n < up < n+ 1 (hypothese de récurrence).

3 3 3
n<up<n+l E” < Z”" < ZUHLU

1 3 1
Up+—Hh ga(n+l}+zn

3 1 3 7
— ’ngiu”“ﬁnﬂg’”l“ — n+1< lUps gn+i

doncn+1 <y <n+2.
On a démontré que la propriété était vraie au rang n+ 1.

¢ Conclusion
La propriété est vraie au rang 0, et elle est héréditaire pour tout n = 0; d’apres le

principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout n > 0.
On a donc démontré que, pour tout entier naturel n,ona: n < u, < n+ 1.
b. D’aprés la question précédente :

* Pourtoutn,n<uy,<n+ldoncn+1<u,, <n+2donc
n<up<n+l<up < n+2dotontire uy < Up+ ce qui démontre que la suite
(1tp) est croissante.

e Pourtout n, n < uy;or llm n=+oo donc, par comparaison, lim uy = +oo.

—+00 n—+oo
Up n+1 , . .
c. Pourtoutn,n<up<n+ldoncpourtoutn>0,ona:1<—< c'est-a-dire :
n n
Uy 1
1<—<1+—.
n n
. 1 1
lim —=0donc lim 1+—=1
n—+oo i1 H—+00 H
. < p— lp
Donc, d’apres le théoréme des gendarmes: lim — =1.

n—+co n



4. On désigne par (vy) la suite définie sur N par vy = up—n

a. Pourtout n, vp=uy—ndonc up=vy+n.
3 3 3 3

3 1 3 3
v =Upr1—(n+l)=-up+-n+l—-n—-1l=—(vp+n)——n=—-vp+—nN——nN=-—"
n+1 n+l ) 4 n 4 4[ n 4 1 n 4 1 4 n
p=uy—0=1
3
Donc la suite (v,) est géométrique de raison g = i et de premier terme vg = 1.

; ay"
b. On en déduit que, pour tout n, v, = vg x g" = [Z) .

3 n
Comme tip=vp+n,0onaly= (Z + .

Exercice n°2

On considere les suites (uy) et (v,) définies pour tout entier naturel n par :

) = =1
Up+1 Up+Un
Un+l = 2Up+ Uy

Il

Dans toute la suite de 'exercice, on admet que les suites (1) et (vy) sont strictement positives.

1. a wi=w+vo=l+l=2etrn=2xug+1p=2x1+1=3.
b. Pour tout n, vy41=2uy + vy donc vy — vy =2uy,.

On a admis que la suite (1) était strictement positive done, pour tout n, ity > 0; onen
déduit que, pour tout n, vy4+1— vy > 0 donc que la suite () est strictement croissante.

La suite (v,) est strictement croissante donc, pour tout n, v, > vg donc v, > 1.
c. Soit 2, la propriété: u, = n+ 1.
On démontre cette propriété par récurrence.
* Initialisation
Pourn=0,u,=upy=1et n+1=1donc u, = n+1; 27 est vraie.

» Hérédité
On suppose que 2y, est vraie (hypothese de récurrence) et on va démontrer que
92,1 est vraie.
PP vraie équivaut a up = n+ 1.

lUp+1 = Up+ Up;0Or Up 2 n+1 et, d'apreés la question 1.b, v, = 1. On en déduit que
Iy, = n+ 2 etdonc que la propriété est vraie au rang n + 1.

e Conclusion

La propriété 22, est vraie au rang 0, et elle est héréditaire pour tout n > 0; d'apres
le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout n > 0.

On a donc démontré que, pour tout entier naturel n, uy = n+ 1.

d. Pourtout n, up =2 n+1;or lim n+1=+oco, donc par comparaison, lim wu, = +oo.
H—+00 H—+00



‘ v (— I:JH-H
2. On pose, pour tout entier naturel n: rp = —. On admet que: r,% =2+——7—.

Uy uy,
a. (1)1 vaut soit —1, soit 1 selon la parité de n; donc —1 < (=1)*1 < 1.

On sait que u, >0 donc uﬁ > 0.

s = 2 : L Byt 3
On divise par uj, etonobtient: —— < ——< —.
Uy ly ln
b. Onsaitque lim u, =+oodonc lim uﬁ = +0o0.
n—+0o0 n—+00

i 3 : 1 ;
On en déduitque lim —— = lim —=0.
n—+oo y2 = n—+oo 2
( l)n+l 1
On sait de plus que, pourtout n: —— < —— < —.
[/ Uy Uy
Un+l
Donc, d'apres le théoreme des gendarmes, on peut dire que : ”111}1 —5—=0.
0 uy
1 n+1
(=D"* 3 ~=1) :
c. r2=2+ ———et lim 7— =0,donc: lim rﬁ =2.
”H n—+co ”’.‘I n—+oco

On peut en déduire que la suite (r,;) converge vers v/2

d. Pour tout entier naturel n,

Un Un
UH(Z'i'_) 2+ —
Untl _ 2Up+Vp _ Up

# H'H 2+ .i"”
n+l = = = e :
u Up+v Un n 147
n+1 n n ”11(1"'_ l+? n
Up n

e. On considere le programme suivant écrit en langage Python :

def seuil() :
n={)
r=1
while abs(r-sqrt(2)) > 10¥%(-4) :
r=(241)/(141)
n=n+l
returnn

La valeur de n renvoyée par ce programme est 5.

Elle correspond a la plus petite valeur de n pour laquelle la distance entre r,, et v/2 est
inférieure ou égale a 1074,



Exercice n°3

) = 0,6
”:H‘i']. = 0,75“‘};(1_‘0, 1511,;]

ol pour tout entier naturel n, u, désigne le nombre d’individus, en milliers, au début de

I'année 2020 + n.

|

e 2021 correspond a n =1, donc u; = 0,75ug x (1=0,151) =0,75x 0,6 x (1-0,15x
0,6)=0,45%x(1-0,09) =0,45%x 0,91 =0,4095 soit environ 410 individus.
e 2022 correspond a n=2,donc i =0,75u; x (1=0,1527) =0,75x0,4095x (1-0, 15
0,4095) = 0,307 125x(1-0,061425) = 0,307 125x0,938575) = 0,228 2 soit environ 228 in-
dividus.

Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0; 1] par

Fix)=0,75x{1—0,15%]).

2. f estune fonction polynome dérivable sur R, donc sur [0; 1] et sur cet intervalle :

f'(x)=0,75(1-0,15x)—0,75x x 0,15 =0,75-0,1125x—0,1125x = 0,75 - 0,225 x.
Orog<x<1=>0<0,225x 0,225 =5 -0,225 £ -0,225x < 0=>
0,75-0,225 £ 0,75—0,225x < 0,75 ou enfin 0,525 < f'(x) <0, 75.

Sur [0; 1], f'(x) > 0, donc fest strictement croissante de f(0) =0a f(1)=0,75x 0,85 =
0,6375.

Sur [0; 1], f(x)=x < 0,75x(1-0,15x) = x < 0,75x(1-0,15x) —x =0 —
x[0,75(1-0,15x)—1] =0 < x(0,75 [],l 5x—1)=0 < x(-0,25-0,1125x) =0 —
X = 0Oou = 0Oou X = 0Oou
_ ) _ _ - — 0,25 . ; .
-0,25-10,1125x =0 0,25 = 0,1125% —o112s = X
Or — Golf% <0 doncdans [0;1], §=1{0}.

On remarquera pour la suite de I'exercice que, pour tout entier naturel 11, 1,1 = f (1y).

4.

a. Initialisation: onavu que 0<0,4095 <0,6 <1, 50it0 < 1 < ug < 1: larelation

estvraie aurang 0;

Heérédiré : Supposons que pour n € N, on ait :

0 < upyy < uy, < 15 1a fonction f étant strictement croissante sur [0; 1], on a
donc: f(0) < f (tns1) < f (un) < f(1),

soit puisque f(0)=0et f(1)=0,75x(1-0,15)=0,6375< 1:

0 <ty <ty < 1 larelation est donc vraie aurang n2+ 1.

Conclusion : la relation est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n naturel

quelconque, elle est vraie au rang n+ 1 : d'apres le principe de récurrence :

Pour tout entier naturel n7, 0 <ty S Uy < 1.

b. La suite (u,) est d’aprés la question précédente décroissante et minorée par 0;

elle est donc est convergente.



C.

Le résultat précédent montre que la suite (u,) converge vers un nombre £ > 0
et ce nombre ¢ vérifie I'équation f(x) = x, dont on a vu a la question 3. qu’elle

n'avait que 0 comme solution.
Conclusion: lim wu,=¢=0.

n—+oco
Létude précédente a montré que le nombre d’individus décroit, donc le biolo-
giste a raison puisque la limite de la suite du nombre d'individus est égale a zéro.
Lalgorithme calcule les termes de la suite tant que ceux-ci sont supérieurs a 0,02
Il s'arrétea n=11 car u;9= 0,019

Lespece sera donc menacée d’extinction en 2031.



Exercice n°4

2

i
tg=1, g = ket tipsp = 2L pour tout entier naturel n
kuy,
2 2
u k
1. Onaug:—lz =ik
kup kx1
15 K2
U3=-——= =1;
ku, kxk
2 2
w1 1

= ks Tkxk k2

2.  a. Ontape dans la cellule B4 : =B372/($E$2*B2).
b. Pour k=g, il semble que lim wu, =0.
H— 4+

Pour k =0,9, il semble que lim u, = +oo.
n—+00

Dans la suite, on suppose que k = e.
Wit

ety

Onadoncuy=1,u; =e et, pour tout entier naturel 2 : 1,2 =

3. On définit, pour tout entier naturel n, la suite (v,) par: v, =In(u,+1) —In(uy,).

. Up+1
a. Comme u, >0, quel que soit n e N, vy, = In (uy41) —In(uy) =In——.
Uiy
; ”i+l Up+2  Up+l Upny2  Uptl
D’autre part tp4p = > = — e = .
Un Uptl Elin Upil Uy

On déduit :

Untz Unsl Uns2 Up+1 .
Infe =In <~ Ine+In——=In——50it 1 + V41 = Vpy < VUps1=Up—1.
Upa n lpt ey

Celle égalité montre que la suite (v,) est arithmétique de raison —1 de premier terme
vp=Inu;—Inug=lne—-Inl=1-0=1.

b. Onsait que quel quesoit nel™, v, =vg+nx(=1),s0it vp=1-—n.
4. On définit, pour tout entier naturel 7 non nul la suite (S;) par Sy = v+ v+ + Up—1.

a. Onadonc S, =1+(1-1D)+1-2)+...+(1—-(rn—-1)=nx1—-(1+2+3+...+(n—-1))
nn—1) _ 2n—n(n-1) B n2—(n—1)) § ni3—n)

= H-—
2 2 2 2
) Upi
b. On avu que quel que soit n €N, v, = In——, donc
Un
u; U Uy /o uy Upn 1 U
Sp=vo+...+vp=In—+In—+...+1n +In =In—x—x...x X 2
p 1151 Hp—1 Ip Hp [E5] Wpy—2 Hp—1

N . , ) i Un
Tousles termes de u; a t,_; sesimplifient; ilne reste plusque: S, =In—=1n T =Inu,.

[0
5. a. D’apres les deux questions précédentes on déduit que :

ni3—n) .
o= —— n3-n) n3-n) -
2 donc Inu,, = ——— etdonc u, = e~z , quel que soit n €.
5o = i, 2
2 nE3—n
be 1ty <10-50 e 52 < 10-50 e "B 111079 — _p2 4 30-2In10-0 <0

Léquation —n? +3n—2In107°° = 0 admet pour racines n; = —13,75 et ny = 16,75 donc
—n?+3n-2In107°° < 0 pour n > 17.

La plus petite valeur de n telle que u,, < 1070 est n = 17.

On vérifie a la calculatrice que 16 = 6,8 x 10746 > 1070 et que w37 =2,1 x 107°2 < 1079,



