Corrigé — Suites & Probabilités

Exercice n°1

Partie A

85 85

1. ay=apx +450 =200 x +450 =620
100 100

2. Prendre les 85 % du nombre de collaborateurs en télétravail revient a multiplier par
0,85; puis on ajoute 450 donc, pour tout entier naturel n,ona: a,+ = 0,85a,+450.

3. On considere la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par : v, = a,, —3000;
on en déduit que a, = v, +3000.

A * Upsl= lUnsi1—3000= 0,851, +450—3000 = 0,85 (v, + 3000) — 2550
= 0,850, + 2550 — 2550 = 0,850,
* v = 1p—3000 =200 - 3000 = —2 800

Donc la suite (v,) est géométrique de raison g = 0,85 et de premier terme
vg=—2800.

b. On en déduit que, pour tout n, on a v, = vgx g" = —2800 x 0,85".

c. Oruy, = v,+3000donc, pour tout entier naturel n, a, = —2800x0,85"+3 000.

4. Le nombre de mois au bout duquel le nombre de télétravailleurs sera strictement
supérieur a 2500, apres la mise en place de cette mesure dans l'entreprise est le

nombre entier n tel que a, > 2500; on résout cette inéquation :

500
an>2500 <= —2800x0,85" +3000> 2500 <= 500> 2800x0,85" < m>
0,85"

-

500 5 In(2
— ln( s )>ln(0;85”] —> [n[i (35)
2800 28

In (0,85)

) >nxIn(0;85) <
n
In(55)
l‘ _
In (0,85)
vailleurs sera strictement supérieur a 2 500 est 11.

~ 10,6, donc le nombre de mois au bout duquel le nombre de télétra-



Exercice n°2

Le détaillant réalise une étude sur ses clients. 1l constate que :
— parmi les clients qui achetent un melon une semaine donnée, 90 % d’entre eux achétent un
melon la semaine suivante;
— parmi les clients qui n'achetent pas de melon une semaine donnée, 60 % d’entre eux n'achetent
pas de melon la semaine suivante.

On choisit au hasard un client ayant acheté un melon au cours de la semaine 1 et, pour n > 1, on note
A, I'événement : « le client achéte un melon au cours de la semaine 7 ».
Onaainsi p(A)) = 1.

1. a. On complete l'arbre de probabilités relatif aux
trois premieres semaines.

b. D’aprés la formule des probabilités totales : /

P(A3)=P(A2nA3)+P|A2nA 9

3 2 3 ( 2 _3) y L‘f\_
= P(A2) x Pa, (A3)+ P [Az] x Py (A3)
=09x%x09+0,1x0,4=0,81+0,04 =0,85

0A
i 5 & ~¢ - 0.0 As
c. Sachant que le client achete un melon au cours de lo-. _ /

la semaine 3, la probabilité qu'il en ait acheté un

au cours de la semaine 2 est :
P(A2nAz) 09x0,9

Py, (Az) = = =

P(A3) 085

95,

Dans la suite, on pose pour tout entier n = 1: p, = P(A,). Onaainsi p = 1.

2. Onreprésente un arbre pondéré correspondant aux semaines net n+1:

A.PH—I

An+1

An.+1

An+1

D’apres la formule des probabilités totales :
Pri1 = P(Ans1) = P(An 0 A1) + P (A0 At | = pr x 0,9+ (1= i) x 0,4 =0,5p, +0,4.
3. a. Soit @, la propriété : p, >0,8.
* Initialisation
On sait que p; = 1 donc p; > 0,8; la propriété est vraie au rang 1.
» Hérédité
Soit un entier naturel k = 1 tel que la propriété soit vraie au rang k, c'est-a-dire py > 0,8.
C’est I'hypothése de récurrence.
On va démontrer que la propriété est vraie au rang k + 1.
D’apres I'hypothese de récurrence, py. > 0,8 donc 0,5p; > 0,4 et donc 0,5p; +04 > 0,8
qui signifie pp.; > 0,8. La propriété est donc vraie au rang k + 1.
* Conclusion
La propriété est vraie pour n = 1 et elle est héréditaire pour tout k = 1; d’apres le prin-
cipe de récurrence, elle est vraie pour tout n = 1.

On a donc démontré que, pour tout entier naturel non nul, p, > 0,8.



b. Pourtoutn = 1, pps1 — pn=0,5pn +04—-pp=04-0,5p,.
Or p, > 0,8 donc 0,5p, > 0,4 donc -0,5p, < —0,4 etdonc 0,4-0,5p, <0.

On en déduit que, pour tout 11 > 1, p,+1 — p, < 0 et donc que la suite (p,,) est strictement
décroissante.

c. Pourtout n = 1, p, > 0,8 donc la suite (p,,) est minorée par 0,8.
On a vu aussi que la suite (pj) ¢tait décroissante.

D’aprés le théoréme de la convergence monotone, on peut déduire que la suite (p,) est
convergente.

4. On pose pour tout entier n > 1: v, = p, — 0,8 donc p, = v, +0,8.
a * Up1=Pn1—-08=05p,+04-0,8=05(r,+0,8 -04=050,+04-04=0,5v,
e n=pm-08=1-08=0.2
Donc la suite (v,) est géométrique de raison g = 0,5 et de premier terme v, = 0,2.
b. On déduit de la question précédente que, pour tout n> 1, v, = vy x g" 1 =0,2x 0,51
Comme pour tout n > 1, p, = v, +0,8, on en déduit que p, =0,8+0,2x 0,51

c. Lasuite (v,) est géométrique de raison 0,5 et —1 < 0,5 < 1 donc la suite (v,) est convergente
vers 0. Pour tout n > 0, pp = v, +0,8 donc la suite (p,) est convergente et a pour limite 0,8.

Exercice n°3

1. a. Recopier et compléter I'arbre de probabilités ci-dessous.

& 8
2 v/
3

}S_l

4

6 8
3 R/

6

b. D’apres la loi des probabilités totaleson a:

2 1 1 4 2 4 6 1
PS))=P(VNnS))+P(RNS))==x—-4+—Xx—-=—+—=—=—.
3 6 3 6 18 18 18 3

G4 ]
2. a. Le tirage d'un dé vert a une probabilité de 3 et celui du dé rouge de 5

1
Dans chaque cas le lancer n fois de suite est un schéma de Bernouilli de parameétres n et > pour
4
le dé vert et de n et = pour le dé rouge. La probabilité de tirer n 6 est donc :
dé vert de rouge
pr— e pr— s,
2 [ax® 1 4yt 2 ofayR i 23R
P(Sn,}:_x_ +— ¥ = =—X\1= +— %= .
3 6 3 6 3 \b 3 3

b. D’apres la question précédente la probabilité d’avoir tiré le dé vert puis obtenu n fois 6 est égale
n
a 5 X [EJ et la probabilité d’avoir tiré n fois de suite le 6 est égale a P(S,).

tirer nGet tirer le dé rouge

On a donc py = Pyirer ng(tirer le dé rouge) =

tirer n 6
I AL
2]
= en multipliant par 3 x 3", = =
2 (17" 1 (2} RS s L van
3%l8] *3"\3
2l 1 1 1 1

2l-non = pl-2n 4 —2x2—2”+1_2x2+,,+1_2x[i}"+1'



c. Onap, >0,999 > >0,999 <> 120,999’2x(i]”+1] —

n

2x ()" +1
17 1,998 1998
121,998(3)" +0,999 <= 0,001— 7~ <= 1> —~ <> 47>1998 < nin4>In1998 <
In 1998
n= =5,
In4

Conclusion : rg = 6.

Exercice n°4

Partie A :
1.

1—pn G_n\

2. D’apres la loi des probabilités totales :

s 2 1 i 1
Pns1 = plGps1) = p(Gan Gpga) +P[Gnﬂ Gn+1] = gﬂn'f‘ g (1 - ,Un] i gP;r+ g

l ? - "
3. a. Pour tout n entier naturel non nul, 41 = pps1— i = (d'apres la question précédente)

1 ][ i | 1 1 ( I] 1
—Pp+———=—pp——=—|pn——|=—-up.
PP A BT m BT 45
1 _ 1
L'égalité 1y = — Up montre que la suite (up) yery est une suite géométrique de raison - et de
o] e ]
1 1 3

remier terme = p1——=1-—-=—,
. R 4 4 4

-1
) ) 1 n
b. On sait que pour tout naturel supérieur ou égal a1 : u, = 1y x (r =
J

1 n-1
S

3
By Syt

1 I
Comme iy, = pp— v = pp=ly+ Ve on a finalement :

B ol g
p”——XF +Z.

4 5
n—1 n—1 il
c¢. Comme |={<1, lim {—] =0et lim —x (—] =0. Il enrésulte que lim p,=—.
5 n—+ool g n—+oo 4 5 n—+eco 4

Au bout d'un trés grand nombre de parties, la probabilité de gagner sera proche d'une chance sur
quatre.



Exercice n°5

1. a. Il s'agit d’'une expérience a deux issues avec une probabilité de succes
5

1 5
p= E et une probabilité d’'échec g = g que l'on répete de maniere in-

dépendante 3 fois. X représente le nombre de succes et suit donc une loi
binomiale de parametres n =3 et p = :

E.
b. Lespérance d’une loi binomiale de parametres n et p est np. Donc
| |
E(X)=3-=—
6 2
31 5 4 E_ 5
c. P(X=2)= =B X =
=2 (2 P & 72
2. a
hiTe

S

|

\ 2/9

1 5/A
\E

L'événement «choisir le dé équilibré et obtenir exactement deux six » cor-

respond a Dn A.
¥ B 5
Dn A) = p(D) x A== :
pl )= p(D) x pp(A) > X7 =1
L'événement « choisir le dé truqué et obtenir exactement deux six » cor-

respond a DN A.
p(Dn A) = p(ﬁ] x pp(A).
On utilise un raisonnement analogue au 1.c. :
3 I 2 2
A) = i :
ppA) ( 27979
16 21 4

L 5
b. On en déduit que p(A)=p(Dn A) + p[DmA} =i + Tl .

- p(DnAl | 48 16
c. Il s'agit de calculer p [D sachant AJ = % 15 X .
p

—

ﬁnA]:

1 2
2]p’2q’1 ou p' = = Donc pg(A) = getp

5

n
3. a. pp(B,) = 1- ppl«n’obteniraucun6 ») = 1-g" = 1- [E] . De méme

n
pp(Bn)=1- (5) . On applique alors la formule des probabilités totales :

.- 1/(5 n 1(2 n
pn:p(Bn]:p(D)xpD(B”]-I*p[DJXpﬁ{Bn]:l—E[E) ﬁg(gl .

I

5)\" N 5 2
b. lim (—) =0et lim (—] =0 car — et — appartiennenta]—1; 1[. Donc
n—+co\ G H—+oo | 3 6 3

”lil}_l pn = 1. Ce résultat est prévisible car, quel que soit le d€¢, a condition
| — + 00

de jouer suffisamment longtemps, on a une quasi certitude d’obtenir au
moins une fois un 6. (ici, pp2 > 0,99 et p1go = 1).



